
Êîëè÷åñòâî è ñóììà äåëèòåëåé

×åðåç d(n) ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü êîëè÷åñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé

÷èñëà n (èíîãäà èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå τ(n)); à ÷åðåç σ(n) ïðèíÿòî îáîçíà-

÷àòü ñóììó âñåõ ýòèõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n.
1. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà íå÷¼òíî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî ÷èñëî � ïîëíûé êâàäðàò.

2. Ñêîëüêî è êàêèõ ñëàãàåìûõ ïîëó÷èòñÿ, åñëè ðàñêðûòü âñå ñêîáêè â ïðîèç-

âåäåíèè (1 + p1 + . . .+ pa11 )(1 + p2 + . . .+ pa22 ) . . . (1 + pk + . . .+ pakk )?

3. Äîêàæèòå, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ ðîâíî 2017 äåëèòåëÿìè íå êðàòíî 2018.

4. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî d(ab) ⩾ d(a)+d(b)−1 äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ a è b.

5. Íàéäèòå âñå ÷èñëà n ∈ N òàêèå, ÷òî ó ÷èñëà n2 ðîâíî â òðè ðàçà áîëüøå

äåëèòåëåé, ÷åì ó n.

6. Äîêàæèòå, ÷òî
√
n ⩽ σ(n)

d(n) ⩽ n+1
2 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.

7. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé C òàêîå, ÷òî C
√
n ⩽ σ(n)

d(n) ïðè

âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 1.

8. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó a+ d(a) = b2 + 2. Äîêà-
æèòå, òî ÷èñëî a+ b ÷¼òíî.

9. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà k äëÿ êîòîðûõ íàéäóòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà
a è b òàêèå, ÷òî k = d(a) = d(b) = d(2a+ 3b).

10. ×åðåç d(n, k) îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ÷èñëà n, íå ìåíüøèõ k. Âû-
÷èñëèòå ñóììó d(2019, 1) + d(2020, 2) + . . .+ d(4036, 2018).

11. Â êàæäîì èç ïóíêòîâ âûÿñíèòå:

(a) Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî d(2022n) = n?
(b) Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî d(2023n) = n?
(c) Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî a òàêîå, ÷òî óðàâíåíèå d(an) = n

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ n?

12. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÷åðåç p(n) îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî

âñåõ åãî ïðîñòûõ äåëèòåëåé.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàéäóòñÿ íàòóðàëü-

íûå ÷èñëà k è m òàêèå, ÷òî k −m = n è p(k)− p(m) = 1.
(b) Êîíå÷íî èëè áåñêîíå÷íî ÷èñëî òàêèõ ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (a, b), ÷òî

a ̸= b è p(a+ b) = p(a) + p(b)?
(c) Èçìåíèòñÿ ëè îòâåò íà ïðåäûäóùèé âîïðîñ, åñëè äîïîëíèòåëüíî ïî-

òðåáîâàòü p(a+ b) > 2025?

13. ×èñëî n ∈ N íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè σ(n) = 2n. Äîêàæèòå, ÷òî

÷¼òíîå ÷èñëî ñîâåðøåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ïðåäñòàâèìî â

âèäå 2p−1(2p − 1), ãäå ÷èñëà p è 2p − 1 ïðîñòû.


